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数据挖掘实验室目录

我是目录，还没来得及写…
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数据挖掘实验室

一点点回顾
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数据挖掘实验室有向图中的独立性

局部独立性
• 给定父节点，每个节点Xi独立于其非后代节点。

全局独立性
• 令X, Y, Z是图G的三个节点集。给定Z的条件下，假如任意节点X ∈ X与Y ∈ Y

之间不存在有效迹，那么X与Y在给定Z时时d-分离的，记作d-sep(X;Y|Z)。

• 与d-分离相对应的独立性的集合用I(G)表示：
𝐼 𝐺 = { 𝑋 ⊥ 𝑌 𝑍 : 𝑑 − 𝑠𝑒𝑝(𝑿; 𝒀|𝒁)}

这个集合称为全局马尔科夫独立性集

可靠性与完备性
• 图中的独立性包含于分布中的独立性，但分布中蕴含的某些独立性不一定会

在图中呈现
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数据挖掘实验室无向图中的独立性

局部马尔科夫独立性

}Iι 𝐻 : {𝑋𝑖 ⊥ 𝑉 − 𝑋𝑖 −𝑴𝒂𝒓𝒌𝒐𝒗𝑩𝒍𝒂𝒏𝒌𝒆𝒕 𝑋𝑖

马尔科夫毯（Markov Blanket）
• MBMRF 𝑿 ={ X的所有邻居 }

• MBDAG 𝑿 ={ X的父节点, X的子节点， X的子节点的父节点 }

𝑀𝐵 𝐷 = 𝐴, 𝐶 𝑈𝐺𝑀 = 𝐴, 𝐶, 𝐵 𝐷𝐴𝐺
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数据挖掘实验室

全局马尔科夫独立性
• 对于点集A,B,C，B 分离(separate) A and C, 如果每一条从A到C的路都经

过B

• *可靠性+完备性

图上因子分解的Gibbs分布满足与图相关的独立性

图中的非独立性，在部分分布上可能也非独立

无向图中的独立性

𝑆𝑒𝑝(𝐴; 𝐶|𝐵)
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数据挖掘实验室

贝叶斯网
• 令G为定义在变量X1 ,…, Xn上的一个贝叶斯网。可以将分布因子分解如下

面的形式：

𝑃 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 =ෑ

𝑖

𝑃(𝑋𝑖|𝑃𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡𝑠(𝑋𝑖))

• 定义因子：
𝜙𝑋𝑖 𝑋𝑖, 𝑃𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑋𝑖 = 𝑃(𝑋𝑖|𝑃𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡𝑠(𝑋𝑖))

• 则分布可以写成下面形式：

𝑃 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 =ෑ

𝑖

𝜙𝑋𝑖 𝑋𝑖 , 𝑃𝑎𝑟𝑒𝑛𝑡𝑠 𝑋𝑖

因子分解
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数据挖掘实验室

马尔科夫随机场
• 令H为定义在变量X1 ,…, Xn上的一个马尔科夫网。令𝑪1 ,…, 𝑪𝑘为H中的团，

对每个团覆盖的辖域指定一系列因子𝜙1 𝑪1 , … , 𝜙𝑙 𝑪𝑙

𝑃Φ 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 =
1

𝑍
෨𝑃Φ 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛

• 其中：

෨𝑃Φ 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛 =ෑ

𝑖

𝜙𝑖(𝑪𝑖)

• 归一化因子：

Z = 

𝑋1,…,𝑋𝑛

෨𝑃Φ 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛

因子分解
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数据挖掘实验室一个例子

BN
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数据挖掘实验室一个例子
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数据挖掘实验室

推断的初步认识
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数据挖掘实验室三种查询任务

有了联合概率分布后，我们希望从概率分布中查询特定变量的分
布或概率，可以将查询任务概括为以下三种：

• Query 1：似然 Likelihood

• Query 2：后验概率 Conditional Probability

• Query 3：最大后验概率 Most Probable Assignment

BN

P(H, J) = σ𝐶…σ𝐿𝑃(𝐶,… , 𝐿, 𝐻, 𝐽)

P(J|S = s1) = 
𝑃(𝐽, 𝑆=𝑠1)

𝑃(𝑆=𝑠1)
=

𝑃(𝐽, 𝑆=𝑠1)

σ𝑗 𝑃(𝐽=𝑗, 𝑆=𝑠
1)

MAP(L|J = j1) = argmaxl P(L|J = j1) 



DM
LESS IS MORE Data Mining Lab

数据挖掘实验室Query 1：Likelihood

带有证据的查询
• 令集合E ={Xk+1, … , Xn}

• e是E中变量的特定取值，称为证据

最简单的查询：计算证据的概率

𝑃 𝒆 = 

𝑥
1

…

𝑥
𝑘

𝑃(𝑥1, … , 𝑥𝑘, 𝒆)

• 称𝑃 𝒆 为证据e的似然概率
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数据挖掘实验室Query 2：Conditional Probability

最常见的查询，在给定条件e的情况下，查询变量的条件分布

𝑃 𝑋 𝒆 =
𝑃(𝑋, 𝒆)

𝑃(𝒆)
=

𝑃(𝑋, 𝒆)

σ𝑥𝑃(𝑋 = 𝑥, 𝒆)

• 以上称为给定证据e的情况下，X的后验分布

通常我们关心一个对变量子集的查询，令变量集合X = {Y, Z}，
其中Y是关心的变量集，Z是无关的变量集

𝑃 𝒀 𝒆 = 

𝑧

𝑃 𝒀, 𝒁 = 𝑧 𝒆)

• 求和消除无关变量Z的过程，称为边缘化（marginalization）
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数据挖掘实验室后验分布的例子

预测：给定条件，推理结果

• 查询结点是给定证据的后代结点

诊断：给定结果，推理条件

• 查询结点是给定证据的祖先结点
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数据挖掘实验室Query 3：MPA

通常我们希望找到对于某些变量的最可能的联合取值

给定证据e，无关变量集Z，关心变量集Y

𝑀𝑃𝐴 𝒀 𝒆) = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥𝒚 ∈ 𝓨 𝑃 𝒚 𝒆 = 𝑎𝑟𝑔𝑚𝑎𝑥𝒚 ∈ 𝓨 

𝑧

𝑃(𝒚, 𝒁, |𝒆)

• 以上称为y的最大后验配置

 例子
• MPA(Y1) ? 

• MPA(Y1, Y2) ?

y* = 1

y* = 0，0
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数据挖掘实验室推断方法

精确推理
• The elimination algorithm

• Message-passing algorithm (sum-product, belief propagation)

• The junction tree algorithms

近似推理
• Stochastic simulation / sampling methods

• Markov chain Monte Carlo methods

• Variational algorithms
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数据挖掘实验室推理复杂度

给定PGM PΦ，变量X，值x∈Val(X)，证据e∈Val(E)，以下问题是
NP-Hardness：

• 计算PΦ(X = x)

• 判断PΦ(X = x) ?> 0

• 计算PΦ(X = x | e)

• 给定휀 < 0.5，找到一个𝜌使得|PΦ(X = x) -𝜌| < 휀

• 给定휀 < 0.5，找到一个𝜌使得|PΦ(X = x | e) -𝜌| < 휀
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数据挖掘实验室Quiz

给定n个变量，每个变量有k个可能的取值，对于这样一个全联
合分布，在描述该分布的表中，有多少个表项？

A、kn

B、nk2

C、kn2

D、nk

联合分布表项随着变量个数指数增长，直观的反映了推理任务本
质上就很难有效地求解
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数据挖掘实验室

当然可以！
NP-Hardness不代表不能解决推断，只是对于
任意图模型，没有一般的有效推断方法。对于
特定图模型，存在一些高效的方法。
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数据挖掘实验室举个栗子

𝑃 𝑒 = 

𝑑



𝑐



𝑏



𝑎

𝑃(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒)

边缘化无关变量：

指数爆炸，需要遍历完整个分布表！

假如E是我们感兴趣的变量，如何查询？

利用贝叶斯网络的链式规则：

𝑃 𝑒 = 

𝑑



𝑐



𝑏



𝑎

𝑃(𝑎)𝑃(𝑏|𝑎)𝑃(𝑐|𝑏)𝑃(𝑑|𝑐)𝑃(𝑒|𝑑)
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数据挖掘实验室举个栗子

利用贝叶斯网络的链式规则：

𝑃 𝑒 = 

𝑑



𝑐



𝑏



𝑎

𝑃(𝑎)𝑃(𝑏|𝑎)𝑃(𝑐|𝑏)𝑃(𝑑|𝑐)𝑃(𝑒|𝑑)

重新安排求和顺序：

= 

𝑑



𝑐



𝑏

𝑃(𝑐|𝑏)𝑃(𝑑|𝑐)𝑃(𝑒|𝑑)

a

𝑃(𝑎)𝑃(𝑏|𝑎)

= 

𝑑



𝑐



𝑏

𝑃 𝑐 𝑏 𝑃 𝑑 𝑐 𝑃 𝑒 𝑑 𝑝(𝑏)

= 

𝑑



𝑐

𝑃 𝑑 𝑐 𝑃 𝑒 𝑑 

𝑏

𝑃 𝑐 𝑏 𝑝(𝑏)

= 

𝑑



𝑐

𝑃 𝑑 𝑐 𝑃 𝑒 𝑑 𝑝(𝑐)
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数据挖掘实验室举个栗子

𝑃 𝑒 = 

𝑑



𝑐



𝑏



𝑎

𝑃(𝑎)𝑃(𝑏|𝑎)𝑃(𝑐|𝑏)𝑃(𝑑|𝑐)𝑃(𝑒|𝑑)

= 

𝑑



𝑐



𝑏

𝑃(𝑐|𝑏)𝑃(𝑑|𝑐)𝑃(𝑒|𝑑)

a

𝑃(𝑎)𝑃(𝑏|𝑎)

= 

𝑑



𝑐



𝑏

𝑃 𝑐 𝑏 𝑃 𝑑 𝑐 𝑃 𝑒 𝑑 𝑝(𝑏)

= 

𝑑



𝑐

𝑃 𝑑 𝑐 𝑃 𝑒 𝑑 

𝑏

𝑃 𝑐 𝑏 𝑝(𝑏)

= 

𝑑



𝑐

𝑃 𝑑 𝑐 𝑃 𝑒 𝑑 𝑝(𝑐)

= 

𝑑

𝑃 𝑒 𝑑 

𝑐

𝑃 𝑑 𝑐 𝑝(𝑐)

= 

𝑑

𝑃 𝑒 𝑑 𝑝(𝑑)
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数据挖掘实验室举个栗子

对于一般的链，分析复杂性：

• 假定n个变量的一条链X1 -> … -> Xn，每个变量有k个取值。

• 算法根据𝑃(𝑋𝑖)计算𝑃(𝑋𝑖+1)：

𝑃(𝑋𝑖+1) = 

𝑥𝑖

𝑃(𝑋𝑖+1 𝑥𝑖 𝑃(𝑥𝑖)

• 其中每一步计算的代价是O(k2)：
共有 个乘法运算， 个加法运算。
𝑥𝑖有k个取值，对于𝑥𝑖的每个取值，必须用CPD的表值𝑃(𝑥𝑖+1 𝑥𝑖 去乘𝑃(𝑥𝑖)（k2个乘法运算）；对
于每个𝑥𝑖+1，有k x (k – 1)个加法运算。

• 对n个变量执行该过程，总的代价是O(nk2)，意味着在联合分布是指数规模的
情况下（kn），我们却得到了一个线性时间内的推理！

• 由于贝叶斯网的结构，联合分布中一些子表达式只依赖于少量的变量

k2 k x (k – 1)

Why？
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数据挖掘实验室再举个栗子

根据贝叶斯网络的链式规则，联合分布可以分解为：

𝑃 𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 = 𝑃 𝐴 𝑃 𝐵 𝐴 𝑃 𝐶 𝐵 𝑃(𝐷|𝐶)

假设所有变量是二值变量。为了计算P(D)，必须分别对D = d1以及D = d2

的所有表值求和。计算过程如下：

计算P(D = d1) 计算P(D = d2)
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数据挖掘实验室再举个栗子

提出关于A的公共项

令τ1(𝐵) = σ𝐴𝑃 𝐴 𝑃(𝐵|𝐴)
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数据挖掘实验室再举个栗子

提出关于B的公共项

令τ2(𝐶) = σ𝐵𝑃 𝐵 𝑃(𝐶|𝐵)

注意到，通过改变计算顺序，得到和式中的公共项，这些公共项保存为变
量τ 后，可以重复使用，避免了指数级的重复运算
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数据挖掘实验室Summary

帮助我们解决联合分布中指数爆炸问题的两个观点：

• 根据贝叶斯网络的结构，联合分布中的一些子表达式只依赖于少量的变量

• 通过计算这些表达式并存储起来，可以避免多次对其指数地生成
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数据挖掘实验室

变量消除算法
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数据挖掘实验室一些概念

• 辖域Scope[𝜙] = X，因子（factor）𝜙:Val 𝐗 ⟶ 𝑹

在贝叶斯网中，因子往往对应变量的分布（概率）或条件分布（条件概率），而在马
尔科夫网中，不一定有这样的对应关系。

• 𝜙1(𝑋, 𝑌)和𝜙2(𝑌, 𝑍)是两个因子，那么两者的乘积可以定义为一个新的因子：

𝜓 𝑋, 𝑌, 𝑍 = 𝜙1(𝑋, 𝑌)𝜙2(𝑌, 𝑍)

• X是变量的一个集合，Y是满足Y ∉ X的变量，令𝜓 𝑿, 𝑌 是一个因子，通过边
缘化变量Y可以得到一个关于X的因子：

𝜏 𝑿 = 

𝑌

𝜓 𝑿, 𝑌
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数据挖掘实验室和-积变量消除算法

算法思想：每次对一个变量求和。

当对任意变量求和时，让所有与该
变量有关的因子相乘，生成一个乘
积因子，再对该乘积因子求和。进
而生成一个新的关于其他待处理变
量的因子。

一般来说，可以把任务看做计算以
下表达式的值：



𝑍

ෑ

𝜙 ∈ ℱ

𝜙
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数据挖掘实验室例子

下面利用变量消除算法计算P(J)。消除顺序为C, D, I, H, G, S, L

1. 消除C：计算因子
𝜓1 𝐶,𝐷 = 𝜙𝐶(𝐶)𝜙𝐷(𝐷, 𝐶)

𝜏1 𝐷 = 

𝐶

𝜓1 (𝐶, 𝐷)

2. 消除D：注意，已经消除了包含D的边缘因子——𝜙𝐷 𝐷, 𝐶 = 𝑃 𝐷 𝐶 。
另一方面，引入了包含D的因子 𝜏1 𝐷 。因此，计算

𝜓2 𝐺, 𝐼, 𝐷 = 𝜙𝐺(𝐺, 𝐼, 𝐷)𝜏1 𝐷

𝜏2 𝐺, 𝐼 = 

𝐷

𝜓2(𝐺, 𝐼, 𝐷)

3. 消除I：计算因子
𝜓3 𝐺, 𝐼, 𝑆 = 𝜙𝐼(𝐼)𝜙𝑆(𝑆, 𝐼)𝜏2 𝐺, 𝐼

𝜏3 𝐺, 𝑆 = 

𝐼

𝜓3(𝐺, 𝐼, 𝑆)
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数据挖掘实验室例子

下面利用变量消除算法计算P(J)。消除顺序为C, D, I, H, G, S, L

4. 消除H：计算因子
𝜓4 𝐺, 𝐽, 𝐻 = 𝜙𝐻(𝐻, 𝐺, 𝐽)

𝜏4 𝐺, 𝐽 = 

𝐻

𝜓4 𝐺, 𝐽, 𝐻 ≡ 1

5. 消除S：计算因子

𝜓6 𝐽, 𝐿, 𝑆 = 𝜏5 𝐽, 𝐿, 𝑆 𝜙𝐽(𝐽, 𝐿, 𝑆)

𝜏6 𝐽, 𝐿 = 

𝑆

𝜓6(𝐽, 𝐿, 𝑆)

3. 消除L：计算因子
𝜓7 𝐽, 𝐿 = 𝜏6 𝐽, 𝐿

𝜏7 𝐽 = 

𝐿

𝜓7(𝐽, 𝐿)
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数据挖掘实验室又一个例子

查询目标P(D)。消除顺序为A, B, C

෨𝑃 𝐷 = 

𝐴,𝐵,𝐶

𝜙1(𝐴, 𝐵)𝜙2(𝐵, 𝐶)𝜙3(𝐶, 𝐷)𝜙4(𝐴, 𝐷)

1. 消除A：计算因子
𝜓1 𝐴, 𝐵, 𝐷 = 𝜙1(𝐴, 𝐵)𝜙4(𝐴, 𝐷)

𝜏1 𝐵,𝐷 = 

𝐴

𝜓1 𝐴, 𝐵, 𝐷

5. 消除B：计算因子

𝜓2 𝐵, 𝐶, 𝐷 = 𝜏1 𝐵,𝐷 𝜙2(𝐵, 𝐶)

𝜏2 𝐶,𝐷 = 

𝐵

𝜓2(𝐵, 𝐶, 𝐷)

3. 消除C：计算因子

𝜓3 𝐶,𝐷 = 𝜏2 𝐶,𝐷 𝜙3(𝐶, 𝐷)

𝜏3 𝐷 = 

𝐶

𝜓3(𝐶, 𝐷) = ෨𝑃 𝐷
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数据挖掘实验室证据处理

存在观测变量集E的情况下，定义如下变量：

• 证据势能： 𝛿(𝐸𝑖 , ҧ𝑒) = ቊ
1 𝑖𝑓 𝐸𝑖 == ҧ𝑒
0 𝑖𝑓 𝐸𝑖 ! = ҧ𝑒

• 所有证据势能： 𝛿 𝑬, ത𝒆 = ς𝑖 ∈ 𝐼𝑬
𝛿(𝐸𝑖 , ҧ𝑒)

• 引入证据——受限的因子：

𝜏 𝒀, ത𝒆 = 

𝑧,𝑒

ෑ

𝜙 ∈ ℱ

𝜙 × 𝛿 𝑬, ത𝒆
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数据挖掘实验室变量消除算法的复杂度

变量消除算法的两个基本操作：

𝜓𝑘 𝑿𝑘 = ෑ
𝑖
𝜙𝑖

𝜏𝑘 𝑿𝑘 − {𝑍} = 

𝑍

𝜓𝑘(𝑿𝑘)

令𝑁𝑖是因子𝜓𝑖中表值的个数，𝑁𝑚𝑎𝑥 = 𝑚𝑎𝑥𝑖𝑁𝑖
m + n个因子：m个初始因子𝜙，n个因子𝜏𝑖
乘法得到𝜓𝑖的代价最多是𝑁𝑖，即𝑁𝑖个乘法运算

乘法总代价是 𝑛 +𝑚 𝑁𝑖 ≤ 𝑛 +𝑚 𝑁𝑚𝑎𝑥 = 𝑂(𝑚𝑁𝑚𝑎𝑥)

每次边缘化的代价是𝑁𝑖，加法的总代价是𝑛𝑁𝑚𝑎𝑥

综上所述，总运算量是𝑂(𝑚𝑁𝑚𝑎𝑥)

但是！指数爆炸不可避免，是因为因子𝜓𝑖的潜在规模。

如果每个变量值个数不超过v，并且𝜓𝑖包含𝑘𝑖个变量的辖域，那么𝑁𝑖 ≤ 𝑣𝑘𝑖
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数据挖掘实验室*消除顺序
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数据挖掘实验室有趣现象

moralization 消除C 消除D

消除I

填充边

…
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数据挖掘实验室导出图

• 定义：令Φ是𝒳 = {X1,…,Xn}上的一个因子集，≺ 是某个子集X ∈ 𝒳的消除顺序。
导出图𝑰𝜱,≺是𝒳上的一个无向图，其中，如果Xi和Xj同时出现在VE算法以≺为
消除顺序产生的中间因子𝜓中，则它们由一条边链接。

消除顺序为C, D, I, H, G, S, L的一个导出图

Moralization + 填充边 -> 导出图

不同的消除顺序，导致不同的导出图（填充边）
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数据挖掘实验室导出图

• Star:

• Tree:
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数据挖掘实验室导出图

• 定理：令𝐼Φ,≺是因子集Φ和某个消除顺序≺的导出图，那么

1. 变量消除过程中产生的每个因子的辖域是𝐼Φ,≺中的一个团

2. 𝐼Φ,≺中的每个最大团在计算中是某个中间因子的辖域

导出图中的团

计算中使用的每个因子𝜓，对应于图𝐼Φ,≺的一个完全
子图
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数据挖掘实验室

BP算法，团树

你要不要吃
饼干休息下
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数据挖掘实验室

变量消除算法中，每一步通过已有的因子相乘来产生新的因子𝜓𝑖，然后在𝜓𝑖
中消除一个变量，产生新因子𝜏𝑖，接着用𝜏𝑖产生下一个因子𝜓𝑗

基于这种运算，接下来考虑另一种观点：

把因子𝜓𝑖作为一种计算的数据结构考虑，它携带者由其他因子𝜓𝑗产生的“消
息”𝜏𝑗，并且产生用于其他因子𝜓𝑙的消息𝜏𝑖
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数据挖掘实验室聚类图

• 定义：𝒳上的关于是因子集Φ的聚类图𝓤是一个无向图，它的每个节点i与一
个子集𝑪𝑖 ⊆ 𝒳关联。聚类图必须是族保存的——每个因子𝜙 ⊆ Φ必须与一个
聚类图𝑪𝑖关联，表示为𝛼(𝜙)，使得𝑆𝑐𝑜𝑝𝑒 𝜙 ⊆ 𝑪𝑖。一对聚类𝑪𝑖和𝑪𝑗之间的每
条边与一个割集𝑺𝑖,𝑗 ⊆ 𝑪𝑖⋂𝑪𝑗关联。
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数据挖掘实验室消息传递

• 初始化势能𝜓𝑖(𝑪𝑖) = ς𝑘∶𝛼 𝑘 =𝑖𝜙𝑘。在此例中，𝜓𝑖 = 𝜙𝑖

• 初始化消息𝛿𝑖 = 1

• 接收消息的团，接收其上游的消息，将消息与自己的势能相乘，并边缘化后
形成新的消息，传给下游的团

• 传递消息直到收敛

𝛿2,1 = 1

×
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数据挖掘实验室消息传递

• 初始化势能𝜓𝑖(𝑪𝑖) = ς𝑘∶𝛼 𝑘 =𝑖𝜙𝑘。在此例中，𝜓𝑖 = 𝜙𝑖

• 初始化消息𝛿𝑖 = 1

• 接收消息的团，接收其上游的消息，将消息与自己的势能相乘，并边缘化后
形成新的消息，传给下游的团

• 传递消息直到收敛
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数据挖掘实验室置信传播算法

• 将因子𝜙𝑘 ∈ Φ指定给团𝑪𝛼(𝑘)

• 初始化势能𝜓𝑖(𝑪𝑖) = ς𝑘∶𝛼 𝑘 =𝑖𝜙𝑘

• 将所有消息𝛿𝑖初始化为1

• 重复：

-选择边(i,j)传播消息

• 计算团置信
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数据挖掘实验室置信传播算法
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数据挖掘实验室置信传播算法变种



DM
LESS IS MORE Data Mining Lab

数据挖掘实验室置信传播算法变种
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数据挖掘实验室聚类图性质

• 族保存：每个因子𝜙 ⊆ Φ必须与一个聚类图𝑪𝑖关联，表示为𝛼(𝜙)，使得
𝑆𝑐𝑜𝑝𝑒 𝜙 ⊆ 𝑪𝑖。一对聚类𝑪𝑖和𝑪𝑗之间的每条边与一个割集𝑺𝑖,𝑗 ⊆ 𝑪𝑖⋂𝑪𝑗关联。

• 执行相交性：对于一对簇𝑪𝑖与𝑪𝑗，以及变量𝑋使得X ∈ 𝑪𝑖⋂𝑪𝑗，在𝑪𝑖和𝑪𝑗之间
存在一条唯一的路径，使得变量𝑋存在于该路径上的所有簇中。

合法的聚类图

不符合“存在”

不符合“唯一”
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数据挖掘实验室BP算法性质

• 定义：如果

σ𝑪𝑖 −𝑺𝑖,𝑗 𝛽𝑖 𝐶𝑖 = σ𝑪𝑗 −𝑺𝑖,𝑗 𝛽𝑗 𝐶𝑗

那么两个相邻的团𝐶𝑖和𝐶𝑗是校准的。

• 如果聚类图中，所有成对的相邻团都是校准的，那么该聚类图是校准的。

• 收敛 ⟹ 校准

收敛：

割集置信

=
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数据挖掘实验室BP算法性质

再参数化
在校准的聚类图的算法收敛处，下式成立

证明：

根据

原始分子可以写成

根据

分母改写为

=
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数据挖掘实验室聚类树

• 特殊地，变量消除算法的一个执行，得到的聚类图一定是一棵树。

• 定理：令𝒯是由变量消除算法在某个因子集Φ上产生的聚类树，则𝒯满足执行
相交性。

• 命题：令𝒯是变量消除算法在某个因子集Φ上产生的聚类树。令𝑪𝑖和𝑪𝑗是两个
相邻的簇，并且𝑪𝑖向𝑪𝑗发送消息𝜏𝑖，则消息𝜏𝑖的辖域恰好是𝑪𝑖⋂𝑪𝑗
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数据挖掘实验室团树

• 定义：设Φ是𝒳上的因子集， Φ上满足执行相交性的聚类树，称为团树
（clique tree）（也成为连接树或联合树），在团树的情况下，簇（cluster）
也成为团（clique）

• 使用团树的好处：
• 保证BP算法的收敛性（就绪—等待）

• 保证BP算法的正确性（满足族保持性和执行相交性，自己下来证明）

• 举个栗子，假定计算概率P(J)，选择C5作为根团
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数据挖掘实验室团树

• 另一个顺序的执行。C3作为根团

• 注意到：

在C1，C2，C4中，计算和消息都不变。

在C5中，定义

并消除J和L后，将𝛿5 →3(𝐺, 𝑆)作为消息发给C3

C3接收来自于其邻居发送的消息，与自己的初始势能相乘，计算出团置信
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数据挖掘实验室团树消息传递算法

• 在团树消息传递过程中，不一定是同
步的，消息可以异步的传播，只要满
足约束：

团在给其上游近邻发出消息之前，
必须收集所有来自其下游近邻传入的消息

• 如果一个团已经完成了所需消息的收
集，那么该团是就绪的

• 叶子结点是就绪的
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数据挖掘实验室团树校准

• 有时我们不只关注一个团的查询，而是多个团。为方便日后分布的表示和查
询，我们希望团树是校准的。即求得所有团的置信因子𝛽。算法如下：

• 算法异步定义

• 过程由向上传递和向下传递组成
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数据挖掘实验室校准的团树作为分布

• 由于校准团树能保证收敛性和正确性，其再参数化性质成立：

• 由此，团树可以看作是联合分布的另一种表示形式

• 一个例子：
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数据挖掘实验室使用除法的消息传递

• 见概率图模型10.3.1节
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数据挖掘实验室回答查询

• 查询的变量都在一个团中：

so easy！毕竟在校准团树中，𝛽𝑖 𝑪𝑖 = ෨𝑃 𝑪𝑖 ，do whatever you want！

• 增量更新

假设分布： ෨𝑃Φ 𝒳 = ς𝜙 ∈Φ𝜙

存在证据z，那么： ෨𝑃Φ 𝒳, 𝑍 = 𝑧 = 1{𝑍 = 𝑧}ς𝜙 ∈Φ𝜙

令： ෨𝑃Φ
′ 𝒳 = ෨𝑃Φ 𝒳, 𝑍 = 𝑧

假设有一个用团树不变量表示该分部的团树（校准或非校准的）

෨𝑃Φ
′ 𝒳 可表示为：

• 如果团树在引入证据前已经校准，那么Ci已经吸收了图中所有信息。为了获
得 ෨𝑃Φ

′ 𝑪𝑖 不需要额外的消息传递。然而，其他团仍需要用新的消息来更新。
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数据挖掘实验室回答查询

• 团外查询：考虑查询P(Y|e)，其中变量Y不会一起出现在一个团中
naïve方法：强行构建一个团树，其中团包含Y的所有变量

another way：在校准的团树上执行变量消除

• 如果一棵团树是校准的，那么该团树的任意子树也是校准的

• 例子：考虑如下简单团树，并假定该团树已经得到校准，所以可以再参数化
表示该分布。现计算 ෨𝑃Φ 𝐵,𝐷
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数据挖掘实验室构建一棵团树

• 源自变量消除的团树（见概率图模型10.4.1节）

• 源自弦图的团树（见概率图模型10.4.2节）
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